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广义光滑模和广义凸性模的性质
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摘 要:基于广义光滑模的定义，研究了 Banach空间下的广义光滑模与 t 之间的关系，证明了
一致非方的三个等价条件以及关于广义光滑模的四个等价命题。此外证明了 Banach 空间和超自

反的 Banach空间分别满足lim
t→0

ραX ( t)
t ＜ 1

2 和 ραX ( t) ＜ α + 3
2 tω( x) － 1，t·ω( X) ≤1 的条件下具有一致

正规结构，ραX ( t) 和 ω ( X) 分别为广义光滑模和弱正交系数。最后给出了x，y∈X 当‖x‖2 +
‖y‖2 = 2 时关于广义凸性模的一个不等式。
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Abstract: Based on the definitions of generalized modulus of smoothness，the relation between generalized
modulus of smoothness and t in the Banach spaces is studied，which proves three equivalent conditions of uniform
normal structure and four equivalent propositions of generalized modulus of smoothness． In addition，which is

proved that the Banach space and the super reflexive Banach space satisfy conditions of lim
t→0

ραX ( t)
t ＜ 1

2 andραX ( t) ＜

α + 3
2 tω( x) － 1，t·ω( X) ≤1 have uniform normal structure． ραX ( t) andω( X) are generalized modulus of smoothness

and weak orthogonal coefficient respectively． Finally，which gives an inequality about the generalized convex
modulus when ‖x‖2 +‖y‖2 = 2，x，y∈X．
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0 引 言

作为近代泛函分析的重要分支，Banach 空间几
何理论的研究一直备受数学研究者们的亲睐。由于
Banach空间几何理论在不动点理论、控制论、鞅论、
逼近论等诸多领域有广泛的应用，因此 Banach 空间
几何理论的研究具有重要意义。1936 年，J． Clark-
son刻画了一致凸性的凸性模，它们在最佳逼近理
论以及不动点理论中有着重要的应用，1965 年，W．
A． Kirk证明了具有正规结构自反的 Banach 空间具
有不动点性质。光滑性是作为凸性的对偶性质提出
来的，广义光滑模的几何意义在于描述一个 Banach
空间的光滑性，与光滑模比较起来，在对具体的 Ba-
nach空间的光滑性进行分析时，广义光滑模中可选
择适当的 α进行计算分析。
在对文［1 － 20］中关于凸性模、光滑模等的研

究方法进行分析后，本文基于广义光滑模和广义凸

性模的定义和性质，对其做了进一步研究，得到了广

义光滑模在 Banach空间与 t 之间的关系，非平凡的
Banach空间几个等价条件，探究了 Banach 空间具
有一致正规结构用广义光滑模刻画的充分条件以及

超自反的 Banach空间满足 ραX ( t) ＜ α + 3
2 tω( x) － 1，

t·ω( X) ≤1 的条件下具有一致正规结构。最后得
到了关于广义凸性模的一个不等式。

1 基本定义

在本文中，以 X表示 Banach空间，以 X* 表示 X
的对偶空间并且用 S ( X) 来表示 X 的单位球面，下
面给出与本文相关的定义以及定理。
定义 1［1］ 函数 δX: ［0，2］→［0，1］，

δX ( ε) = inf 1 － x + y
2 : x，y∈S( X) ，‖x － y‖ ={ }ε

被称为凸性模。称常数 ε0 ( X) = sup{ ε≥0: δX ( ε)
= 0} 为凸性特征。
定义 2［1］ 函数
δαX ( ε ) = inf { 1 － ‖αx + ( 1 － α ) y‖: x，y∈

S( X) ，‖x － y‖ = ε} ，α∈( 0，1)
被称为是 Banach 空间 X 的广义凸性模。称常数
εα
0 ( X) = sup{ ε≥0: δαX ( ε) = 0} 为广义凸性特征。
定义 3［1］ 函数

ρX ( t) = sup
‖x + ty‖ +‖x － ty‖

2 － 1: x，y∈S( X{ })

被称为是 Banach空间 X的光滑模。
定义 4［2］ 函数

ραX ( t) = sup αx + t
2 y + ( 1 －α) x － t

2 y －1: x，y∈S( X{ }) ，
α∈( 0，1)
被称为是广义光滑模。
定义 5［2］ Banach空间 X称为是一致非方的是

指存在 δ ＞ 0，当 x，y∈S( X) ，有 x + y
2 ＜ 1 － δ 或者

x － y
2 ＜ 1 － δ。

定义 6［3］ Banach空间 X具有一致正规结构是
指对任意的有界凸子集 KX 且 diam( K) ＞ 0，存在
常数 0 ＜ c ＜ 1，使得 r( K) ≤cdiam( K) 。
定义 7［4］ 常数
ω( X) = sup{ λ: λ lim

n
inf‖xn + x‖≤lim

n
inf‖xn

－ x‖: xn →
ω

0，x∈X}
被称为弱正交系数。

引理 1［4］ 设 α≤2 则 lim
t→0

ραX
t ＜ α

2 εα
0 ( X

* )

＜ α。

引理 2［3］ 若 X
～
具有正规结构，则 X 具有一致

正规结构。
引理 3［3］ 设 X 为 Banach 空间，集合 BX 不

具有正规结构，当且仅当存在有界序列{ xn } B
满足:

lim
n→∞
‖ xn － x‖ = diam ( { xn } ) ＞ 0，x∈ co

( { xn} ) 。
引理 4［5］ 假如 Banach 空间 X 不具有弱正规

结构，那么对 0 ＜ ε ＜ 1，存在充分大的 n 和弱收敛于
0 的序列{ xn}SX 满足:

1) ‖xn + x1‖≤
1 + ε

ω( X) － ε
;

2) ‖xn － x1‖≤1 + ε。
引理 5［5］ 假如 Banach 空间 X 不具有弱正规

结构，那么对 0 ＜ ε ＜ 1，存在充分大的 n 和弱收敛于
0 的序列{ xn}SX 满足:

1 － ε ＜‖xn + 1 － x‖ ＜ 1 + ε，x∈co( xn ) ∞n = 1。
命题 1［6］ 设 X是非平凡的 Banach空间，则有

2αδ( ε) ≤δα ( ε) ≤2( 1 － α) δ( ε) 。

2 主要内容

定理 1 Banach 空间 X 中的广义光滑模或者
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ραX ( t) = t，t ＞ 0 成立，或者 ραX ( t) ＜ t，t ＞ 0 成立。
证明: 假设t0 ＞ 0，使得 ραX ( t0 ) ≠t0，因为 ραX ( t)

≤t［1］，所以 ραX ( t) ＜ t，t ＞ 0 成立。

假设t0 ＞ 0，使得 ραX ( t0 ) = t0，因为
ραX ( t)

t 是关

于 t的增函数，并且有 ραX ( t) ≤t，所以当 t≥t0 时，有

1 =
ραX ( t0 )

t0
≤
ραX ( t)

t ≤1，所以有 ραX ( t) = t。当 0 ＜ t ＜

t0，t1 ＞ t0，假设 ραX ( t) ＜ t，根据 ραX ( t) 的凸性，我
们有

t0 = ραX ( t0 ) = ραX
t0 － t
t1 － t

t1 +
t1 － t0
t1 － t( )t ≤

t0 － t
t1 － t

ραX ( t1 ) +
t1 － t0
t1 － t

ραX ( t) ＜

t0 － t
t1 － t

t1 +
t1 － t0
t1 － t

t = t0，

故矛盾，因此 ραX ( t) = t，t ＞ 0。
定理 2 设 X是非平凡的 Banach 空间，则下面

的条件是等价的:

1) X是一致非方的;
2) 存在 ε∈( 0，2) 使得 δαX ( ε) ＞ 0;
3) εα

0 ( X) ＜ 2;

4) lim
t→0

ραX* ( t)
t ＜ 1。

证明: 1) 2) 由 X是一致非方的当且仅当存在
ε∈( 0，2) ，使得 δX ( ε) ＞ 0，又由命题 1 知 δX ( ε) ＞ 0
当且仅当 δαX ( ε) ＞ 0，得证。

2) 3) 由 δαX ( ε) 是一个关于 ε 非降函数及 εα
0

( X) 的定义显然可得。

3) 4) 利用lim
t→0

ραX* ( t)
t =

εα
0 ( X)
2 可得到。

定理 3 设 X是非平凡的 Banach 空间，则下面
的条件是等价的:

1) 存在 t0 ＞ 0，使得 ραX ( t0 ) ＜ t0 ;
2) 对于所有的 t ＞ 0，ραX ( t) ＜ t;

3) lim
t→0

ραX ( t)
t ＜ 1;

4) εα
0 ( X

* ) ＜ 2。
证明: 1) 2) 利用定理 1 的结果显然可得。

1) 3) 利用
ραX ( t)

t 是一个递增的函数。

3) 4) 利用lim
t→0

ραX ( t)
t =

εα
0 ( X

* )
2 可得到。

定理 4 若lim
t→0

ραX ( t)
t ＜ 1

2 ，则 X具有一致正规结

构。

证明: 由引理 1 知，lim
t→0

ραX ( t)
t ＜ 1

2 蕴含 εα
0 ( X

* )

＜ 1，所以 ε0 ( X
* ) ＜ 1，因此，X* 是超自反的从而 X

也是超自反的。又由于 ρX (·) = ρ X
～ (·) ，以及引理

2，故只需证 X具有弱正规结构。
若 X不具有弱正规结构，则由引理 3 知，存在

有界序列{ xn}B满足

lim
n→∞
‖xn － x‖ = diam ( { xn } ) = c ＞ 0，x∈co

( { xn} ) ，

由于 X 是自反的，不妨设 xn →
w

w。令 t∈［0，
1］，则

α( xn － xm ) +
t( w － xn )

2
+

( 1 － α) ( xn － xm ) －
t( w － xn )

2 ≤

‖xn － xm‖ 1 + ραX
t‖w － xm‖
‖xn － xm( )‖ ，

令 n→∞时，则由上式知

α( xn － xm ) +
t( w － xm )

2 ≤‖xn － xm‖ +‖xn － xm

‖ραX
t‖w － xm‖
‖xn － xm‖

－ ( 1 － α) ‖xn － xm‖ －

t‖w － xm‖
2 ≤

α‖w － xm‖ +‖w － xm‖ραX
t‖w － xm‖
‖xn － xm‖

≤

‖w － xm‖ α + ραX
t‖w － xm‖
‖xn － xm( )‖ ，

又由于{ xn} 弱收敛于 w，故
t
2 +( )α c≤c( α + ραX ( t) ) ，

这表明
t
2 ≤ ραX ( t ) ，因此，可推知与 lim

t→0

ραX ( t)
t ≥ 1

2
矛盾。
定理 5 对于一个超自反的 Banach 空间 X，如

果 ραX ( t) ＜ α + 3
2 tω( x) － 1 且 t·ω ( X) ≤1，那么 X

有一致正规结构。
证明: 因为 X 是超自反的 Banach 空间，故只需

证明 X具有弱正规结构即可。
假设 X不具有弱正规结构，因为 t·ω ( X) ≤1，

那么存在 x1，xn 满足引理 4 的结论，对0 ＜ ε ＜ 1，
令 x = xn － x1，y = ( ω( X) － ε) ( xn + x1 ) ，那么有
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‖x‖≤1 + ε，‖y‖≤1 + ε，
由引理 5 可以得到

xn －
α － t

2 ( ω( x) － ε)

α + t
2 ( ω( x) － ε)

x1 =

xn －
α － t

2 ( ω( x) － ε)

α + t
2 ( ω( x) － ε)

x1 +
t( ω( x) － ε)

α + t
2 ( ω( x) － ε)

·










0

≥1 － ε，
所以有

αx + t
2 y =

α( xn － x1 ) +
t
2 ( ω( x) － ε) ( xn + x1 ) =

α + t
2 ( ω( x) － ε( )) xn － α － t

2 ( ω( x) － ε( )) x1 ≥

α + t
2 ( ω( x) － ε( )) xn －

α － t
2 ( ω( x) － ε)

α + t
2 ( ω( x) － ε)

x1 ≥

α + t
2 ( ω( x) － ε( )) ( 1 － ε)

( 1 － α) x － t
2 y =

( 1 － α) ( xn － x1 ) －
t
2 ( ω( x) － ε) ( xn + x1 ) =

( 1 － α) － t
2 ( ω( x) － ε( )) xn －

( 1 － α) + t
2 ( ω( x) － ε( )) x1 ≥

( 1 － α) + t
2 ( ω( x) － ε( )) －

( 1 － α) － t
2 ( ω( x) － ε( )) ≥

t( ω( x) － ε) ，
由广义光滑模的定义，可以得到

ραX( t)≥ α + t
2 ( ω( x) －ε( )) ( 1 －ε) + t( ω( x) －ε) －1，

令 ε→0，则有

ραX ( t) ≥α + 3
2 tω( x) － 1

与已知条件矛盾，因此 X 具有弱正规结构，故 X 具
有一致正规结构。
定理 6 设 X是一个 Banach空间，对任意的 x，

y∈X，若‖x‖2 + ‖y‖2 = 2，则‖x + y‖2 ＜ 4 －

2δαX
‖x － y‖( )2 。

证明: 如果( ‖x‖ －‖y‖) 2 ＞ 2δαX
‖x － y‖( )2 ，

则有

‖x + y‖2 ≤ ( ‖x‖ +‖y‖) 2 = 2 ( ‖x‖2 +

‖y‖2 ) － ( ‖x‖ －‖y‖) 2 ＜ 4 － 2δαX
‖x － y‖( )2

显然成立。
不妨设‖x‖≥‖y‖，且( ‖x‖ －‖y‖) 2≤

2δαX
‖x － y‖( )2 ，又因为 Hilbert 空间是 X 空间的子

空 间，所 以 有 δαX ( ε ) ≤ δαH ( ε ) = 1 －

( 1 － α( 1 － α) ε2 )
1
2［3］，故

( ‖x‖ －‖y‖) 2 ≤ 2δαX
‖x － y‖( )2 ≤ 2δαH

‖x － y‖( )2 =

2 1 － 1 － α( 1 － α) ‖x － y‖2( )4( )
1
2

≤

2 1 － 1 － α( 1 － α) ‖x － y‖2( )( )4 ≤

2 1 － 1 －‖x － y‖2( )( )16 =

‖x － y‖2

8 ，

所以‖x‖ －‖y‖≤‖x － y‖
槡2 2

。

令 z = x‖y‖
x ，则

‖y － z‖≥‖x － y‖ －‖x － z‖ =‖x － y‖ － ( ‖x

‖ －‖y‖) ≥( 槡2 2 － 1) ‖x － y‖
槡2 2

，

根据广义凸性模是非降函数［6］和命题 1，故

δαX
‖x － y‖
2‖y( )‖ ≤ δαX

‖y － z‖
‖y( )‖ ≤ 2 ( 1 － α ) δX

‖y － z‖
‖y( )‖ ＜ 2 1 －‖y + z‖

2‖y( )‖
‖x + y‖≤‖x － z‖ +‖y + z‖ ＜‖x‖ －‖y‖ + 2

‖y‖ － δαX
‖x － y‖
2‖y( )‖ ‖y‖，

因为
δαX ( ε)
ε 是非降函数以及‖

y‖≤1，所以有

δαX
‖x － y‖
2‖y( )‖

2‖y‖
‖x － y‖≥δαX

‖x － y‖( )2
2

‖x － y‖

δαX
‖x － y‖
2‖y( )‖ ‖y‖≥δαX

‖x － y‖( )2 ，

因此

741第 1 期 赵 亮等: 广义光滑模和广义凸性模的性质



‖x + y‖2 ＜

‖x‖ +‖y‖ － δαX
‖x － y‖
2‖y( )‖ ‖y( )‖ 2

≤

‖x‖ +‖y‖ － δαX
‖x － y‖( )( )2

2

≤

4 1 － 1
2 δ

α
X
‖x － y‖( )( )2

2

≤

4 － 2δαX
‖x － y‖( )2 ，

因此对任意的 x，y∈X，若‖x‖2 + ‖y‖2 = 2，则

‖x + y‖2 ＜ 4 － 2δαX
‖x － y‖( )2 成立。
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